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Β2.  

1ος τρόπος 

Είναι  2)( 2121  MMzz .  
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και ισοσκελές αφού  )()( 21 OMOM   

 

Το τετράπλευρο ΟΜ1ΜΜ2 είναι τετράγωνο (αφού έχω παραλ/μο με 1 ορθή και 2 διαδοχικές 

πλευρές ίσες) 

Άρα 2)()( 2121  MMzzOM   

2ος τρόπος 

Εφαρμόζω τον κανόνα παραλληλογράμμου αφού τον αποδείξω….. 
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3ος τρόπος 
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Όμως z1, z2 ανήκουν στον γ.τόπο του Β1 άρα 
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Όμως Α>0 άρα Α=2 



 

 

Β3. 125  ww  

Έστω yixw  , τότε  yixw   

οπότε  )(5)(5 yixyixww   
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Ο μεγάλος άξονας βρίσκεται στον χ΄χ. 
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Έχω maxw όταν η Μ(w) βρίσκεται στο Α ή στο Α΄ 

Επομένως 3max w  

και έχω minw όταν η Μ(w) βρίσκεται στο Β ή Β΄ 

Επομένως 2min w  
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       άρα 4-z1  w  

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 
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'( ) ln 1 , 0f x x x
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''( ) 0f x

x x
    για κάθε 0x   

Άρα f’       στο (0, )  με '(1) 0f   

Οπότε 
'
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x f x f f x       

 Για 
'

1 '( ) '(1) '( ) 0
f

x f x f f x      
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             ( )f x  

 

            (1, (1))f ολικό ελάχιστο  με (1) 1f    

 Α (3, 0) 

Β (0, 2) 
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 Οπότε  f            στο Δ1=(0,1] με 
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0
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x
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f x x x
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 Άρα 1( ) [ 1, )f      

 f        στο Δ2=[1,+  ) με 
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x
f f f x
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 Και lim ( ) lim (( 1) ln 1)
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f x x x
 

      

 και  2( ) [ 1, )f      

 Άρα 1 2( ) ( ) ( ) [ 1, )f f f         

 

Γ2. 1 2013xx e   με 0x   

 Οπότε 1 2013ln lnxx e   

 Άρα ( 1)ln 2013 ( 1)ln 1 2012x x x x       

 Άρα ( 1)ln 1 2012 ( ) 2012x x f x      

Η f  στο 1 (0,1]   έχει σύνολο τιμών 1( ) [ 1, )f     και η τιμή 2012 ανήκει 

στο 1( )f  . 

Άρα υπάρχει μοναδικό 1 1x   και 1 0x   (αφού η f         στο 1 ) τέτοιο ώστε 

1( ) 2012f x  . 

2( ) [ 1, )f      και 22012 ( )f   

Υπάρχει μοναδικό 2 2x   και 2 0x   (αφού η f         στο 2 ) με 2( ) 2012f x   

Άρα η ( ) 2012f x   έχει ακριβώς 2 θετικές ρίζες για κάθε 0x   

 

Γ3. 1( ) 2012f x    ,  2( ) 2012f x   

Έχω '( ) ( ) 2012 0f x f x   , άρα θεωρώ 

( ) '( ) ( ) 2012h x f x f x   .  

Για την h  θεώρημα Bolzano στο 1 2[ , ]x x , ισχύει: 



 

 

h  συνεχής στο 1 2[ , ]x x  
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Άρα υπάρχει 0 1 2( , )x x x  τέτοιο ώστε ( ) 0oh x   

Άρα '( ) ( ) 2012 0o of x f x    

        '( ) ( ) 2012o of x f x   
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,0
1

)1( 
e

f άρα f(x)<0 

Άρα  

 






xx

xfedt
tf

tt
xxxfedt

tf

tt
xx

11
)()

)(

ln
(ln))()(

)(

ln
(ln  

Έχω  



x

xfedt
tf

tt
xx

1
)()

)(

ln
(ln με lnx-x<0, αφού ,01ln  xx  

Άρα 0
)(

ln

1





x

edt
tf

tt
. Έτσι 

edt
tf

tt

xx

x






1 )(

ln

ln
=f(x) 

Άρα η f παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων. 

Επομένως  



 x

edt
tf

tt

xf

xx

1 )(

ln

)(

ln
 

΄edt
tf

tt
΄

xf

xx
edt

tf

tt
΄

xf

xx
)

)(

ln
()

)(

ln
(

)(

ln
()

)(

ln
(

11















 

0,
)(

ln
)

)(

ln
( 





x

xf

xx
΄

xf

xx
άρα 0,,

)(

ln )1( 


xRcec
xf

xx x  



 

 

Για x=1, έχω ec
f




)1(

11ln
, 1,,

1

1





ceceec

e

 

Άρα (1): 0),(ln)(,
ln

)(,
)(

ln





  xxxexf
e

xx
xfe

xf

xx x

x

x  
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Δ3. 

 )(ln)()(' xxexfxF x    
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1
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x
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δηλ. 0,0)(  xxF΄΄  

Άρα 0,01ln
1

 xxx
x

 

Δηλ. η F είναι κυρτή στο ),0(   

 Θ.Μ.Τ  για την F στα διαστήματα [x, 2x] και [2x, 3x].  

Άρα υπάρχουν )3,2(),2,( 21 xxxx   ώστε 

)1(
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2
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)(' 1

xxx
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
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Και 
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Όμως F’  (κυρτή η F) άρα 
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Δ4. 

Θεωρώ  ]2,[),3(-)()(2)(   xFFxFxH  με Η συνεχής ως πράξη συνεχών 

συναρτήσεων, στο [β, 2β] 

Έχω 0)3(-)()3(-)()(2)(   FFFFFH  

Αφού F        στο ),0(  και έχοντας 0F(3β)F(β)F(3β)F(β)3ββ   

Η  F  είναι          , αφού 0)(ln)()('   xxexfxF x , αφού  

01ln1ln  xxxx  και  0xe  

0)3(-)()2(2)2(   FFFH  

Αφού από Δ3. για x=β , έχω )3(-)(-)2(20)2(2)3()(  FFFFFF   

Άρα για την Η ισχύει το Θεώρημα Bolzano, δηλαδή υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ(β, 2β) 

ώστε Η(ξ)=0 )3()()(2  FFF   

 

 


