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ΘΕΜΑ 1Ο 
 
Α) Απόδειξη σχολικό βιβλίο (σελ. 251) 
 
Β) Ορισμός σχολικό βιβλίο (σελ. 213) 
 
Γ)  α. Σ 

β. Σ 
γ.   Λ 
δ.   Λ 
ε. Λ 

 

ΘΕΜΑ 2Ο 
 
Α.  
α) Θέτω yixz   

Τότε: 12  x  
   και 12  y , R  

Αφαιρώ κατά μέλη: 22  xyyx . 

Άρα οι εικόνες των z βρίσκονται στην ευθεία 2:  xy . 

 
β) Ο z με το μικρότερο δυνατό μέτρο έχει ως εικόνα κ το σημείο τομής της 

2:  xy  και της κάθετης σ΄αυτή '  που διέρχεται από το (0, 0):  

1'11'1''   . 
Άρα xy :' , αφού διέρχεται από το (0, 0). 
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122:)2()1(  yy  και 11:)2(  xx  

Άρα Κ(1, -1) η εικόνα του z0 και z0=1-i  ο μιγαδικός με το μικρότερο μέτρο. 
 

B. Θέτω i  και iz 10  
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2 4012  aaa  και 32 a  με 1 . 

Άρα  i 41 και i 32 . 

 
 

ΘΕΜΑ 3ο 
 

1,)1ln()(  xxaxf x  όπου 0a  και 1  
 

Α)  1)( xf  

       1)1ln(  xa x  

       01)1ln(  xa x  

      Έστω ),1(,01)1ln()(  xxaxg x  

      Για 0)0(:0  gx  

      Άρα ,)0()( gxg   για κάθε 1x  

     
      Σύμφωνα με το Θεώρημα Fermat: 

                                 10)0('  xg   
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Β) Για ea    
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         0xe  για κάθε Rx  οπότε και για 1x   
0)1(
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         Οπότε 0)('' xf  για κάθε 1x , άρα f κυρτή. 

 
    

   β) 
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 και 1x  

       0)(' xf  

 

     01 xx exe  

     Θέτω 1)(  xx exexh  για 0)0(:0  hx  

               )2(2)(' xexeeexeexh xxxxxx   

               )2()(' xexh x   

         άρα για 0)(':1  xhx  άρα h   οπότε 

           010)()0()(01 
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             άρα 0)(' xf  
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 οπότε 01 xx exe  

            άρα 0)(' xf  

      
                x        -1               0               +          
   
               f’(x)            -         0          + 
 
               f(x)           
                                  
                                    ολ. eλάχιστο  (0, f(0)) 
 

                                            )10ln()0( 0ef  

 
 
 
γ)  β, γ ),0()0,1(   
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                   01)()1()2(1)(   fxxf  

           για τη     01)()1()2(1)()(   fxxfx  

           ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ. Bolzano στο [1,2]: 
           φ συνεχής στο [1,2] 
           φ(1) φ(2) < 0 

        0)(11)()1(1)()1(   fff  

      01)()2(   f  
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         )0()( fxf    δηλ. 1)( xf  για κάθε 1x  

),0()0,1(   οπότε 1)()0()(   fff  

),0()0,1(   άρα 1)()0()(   fff  

 
Άρα η 0)( x  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (1,2), δηλαδή  
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ΘΕΜΑ 4Ο 

A) Η f συνεχής στο [0, 2] άρα οι συναρτήσεις 
x

dtttfxH
0

)()( και  
x

dttf
0

3)(  

παραγωγίσιμες στο (0, 2] άρα και συνεχείς στο (0, 2]. 
Επομένως στο (0, 2] η G συνεχής ως πράξη συνεχών συναρτήσεων. 
  
Στο x0=0: 
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 δηλαδή η G συνεχής σε όλο το [0, 2]. 

 
 
B) Από το Α) αποδείξαμε στην αρχή ότι η G παραγωγίσιμη στο (0, 2) και 
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Γ.   
1ος τρόπος 
 
Στο [0, 2] έχω  
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Για την G(x) στο [0, 2] ισχύει το Θ.Μ.Τ. άρα υπάρχει :)2,0(a  
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2ο τρόπος 
Ισχύουν για την G οι προϋποθέσεις του θ. Rolle στο [0, 2]. 
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Δ)  
1ος τρόπος 
  
Θ.Μ.Τ. για την G στο [0, α] 

a

dttfdtttf

a

dttf
a

aH

H

a

GaG
G

aa

 







 0

2

00

2

)()(33)(
)(

)()0()(
)('








   
( H(a)=0 από Γ.) 

 



0 0

2 .)()(
a

dttfdtttfa  

 
2ος τρόπος 
 
Έχω για την φ να ισχύουν οι προϋποθέσεις του θ. Rolle στο [0, α], με 


a

dttf
a

x
xGx

0
)()()( . 

Αφού  

303)(
0

)0()0(
0

 
a

dttf
a

G  

330)(3)(
)(

)()()(
000

 
aaa

dttfdttf
a

aH
dttf

a

a
aGa . 
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